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Produit matriciel !

En (MI%)
a1 a2 0 ain b1 bip b1,
. a1 a2 o an b1 by b2 p
Soient A = . . . |l etB= )
am,1 am,2 e am,n bn 1 bn,2 bn P
€1 €2 o Clp
. . . Q1 Q2 . Qp
On définit la matrice produit C = 4 .
Cm,1 Cm,2 Cm,p
avec
Cij=aiibijtaiobyj+ -+ ainbnj = E aj kb j

1. “Matrix multiplication as composition”, 3Bluel Brown
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http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#mathematiques_1_mi1
https://www.youtube.com/watch?v=XkY2DOUCWMU

Produit matriciel

En Informatique ?

Les matrices sont partout :
® Programmation réseaux (PR6)
Bases de données (BD6)
Cryptographie (CR6)
Introduction a I'’Apprentissage Profond (M2)
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http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#programmation_reseaux_pr6
http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#bases_de_donnees_bd6
http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#cryptographie_cr6_option
http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/accueil

Produit matriciel

En Informatique ?

Les matrices sont partout :
® Programmation réseaux (PR6)
Bases de données (BD6)
® Cryptographie (CR6)
Introduction a I'’Apprentissage Profond (M2)

(Jeux vidéos!)
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http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#programmation_reseaux_pr6
http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#bases_de_donnees_bd6
http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#cryptographie_cr6_option
http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/accueil

Produit matriciel

En Informatique ?

Jack Dongarra (Prix Turing 2021)

“Dongarra’s Algorithms and Software Fueled the Growth of
High-Performance Computing and Had Significant Impacts
in Many Areas of Computational Science from Al to Com-
puter Graphics.”
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967

4096 x 4096 x ? octets

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
7/27


https://www.cpu-world.com/CPUs/Xeon/Intel-Xeon%20E5-2666%20v3.html
http://streetfightingmath.com

Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967

4096 x 4096 x 4 octets = 27 x 27 x 22

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
7/27
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967

4096 x 4096 X 4 octets = 21 x 212 x 22

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
7/27


https://www.cpu-world.com/CPUs/Xeon/Intel-Xeon%20E5-2666%20v3.html
http://streetfightingmath.com

Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967

4096 x 4096 x 4 octets = 2°° octets

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967

4096 x 4096 x 4 octets = 2° Mio

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967

4096 x 4096 x 4 octets = 64 Mio

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
7/27


https://www.cpu-world.com/CPUs/Xeon/Intel-Xeon%20E5-2666%20v3.html
http://streetfightingmath.com

Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?
Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 4096? 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires ?

C11 Cl2 €1,4096
@1 @2 €2,4096
avec ¢jj = Y427 aj kbx j
C4096,1 Cm2 - C4096,4096

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan

7/21


https://www.cpu-world.com/CPUs/Xeon/Intel-Xeon%20E5-2666%20v3.html
http://streetfightingmath.com

Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?
Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 4096? 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires ?

C11 Cl2 €1,4096
@1 @2 €2,4096
avec ¢jj = Y427 aj kbx j
C4096,1 Cm2 - C4096,4096

4096 x 4096 x? FLOP

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?
Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 4096? 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires ?

C11 Cl2 €1,4096
@1 @2 €2,4096
avec C,"j = Ziozgf a,-,kbk,j
C4096,1 Cm2 - C4096,4096

4096 x 4096 x (4096 + 4096) FLOP

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?
Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 4096? 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires ?

C11 Cl2 €1,4096
@1 @2 €2,4096
avec ¢jj = Y427 aj kbx j
C4096,1 Cm2 - C4096,4096

212 % 212 x (2!2 x 2) FLOP

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?
Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 4096? 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires ?

C11 Cl2 €1,4096
@1 @2 €2,4096
avec ¢jj = Y427 aj kbx j
C4096,1 Cm2 - C4096,4096

237 FLOP

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires? 23" FLOP
3. Puissance crete de c4.8zlarge?

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires ? 23" FLOP

3. Puissance crete de c4.8zlarge?
® Fréquence d’horloge : 2.9 GHz

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires ? 23" FLOP

3. Puissance crete de c4.8zlarge?

® Fréquence d’horloge : 2.9 GHz
® Nombre d’opérations flottantes scalaires par cycle : 8 FLOP

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires ? 23" FLOP

3. Puissance crete de c4.8zlarge?

® Fréquence d’horloge : 2.9 GHz
® Nombre d’opérations flottantes scalaires par cycle : 8 FLOP
® Nombre de coeurs : 36

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires ? 23" FLOP

3. Puissance crete de c4.8zlarge?

® Fréquence d’horloge : 2.9 GHz
® Nombre d’opérations flottantes scalaires par cycle : 8 FLOP
® Nombre de coeurs : 36

= 2.9 x 8 x 36 GFLOPS

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires ? 23" FLOP

3. Puissance crete de c4.8zlarge?

® Fréquence d’horloge : 2.9 GHz
® Nombre d’opérations flottantes scalaires par cycle : 8 FLOP
® Nombre de coeurs : 36

= 2.9 x 8 x 36 ~ 22 x 23 x 2° GFLOPS

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires ? 23" FLOP

3. Puissance crete de c4.8zlarge?

® Fréquence d’horloge : 2.9 GHz
® Nombre d’opérations flottantes scalaires par cycle : 8 FLOP
® Nombre de coeurs : 36

= 2.9 x 8 x 36 ~ 21° GFLOPS

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires? 23" FLOP
3. Puissance crete de c4.8zlarge? ~ 2'9 GFLOPS
4. Temps d’exécution théorique ?

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires? 23" FLOP
3. Puissance crete de c4.8zlarge? ~ 2'9 GFLOPS
4. Temps d’exécution théorique ?

237

310 % 109 secondes

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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http://streetfightingmath.com

Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires? 23" FLOP
3. Puissance crete de c4.8zlarge? ~ 2'9 GFLOPS
4. Temps d’exécution théorique ?

237

510 % 109 = 227 % 1079 secondes

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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https://www.cpu-world.com/CPUs/Xeon/Intel-Xeon%20E5-2666%20v3.html
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires? 23" FLOP
3. Puissance crete de c4.8zlarge? ~ 2'9 GFLOPS
4. Temps d’exécution théorique ?

237

510 5 109 ~ 227 % 2730 gecondes

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires? 23" FLOP
3. Puissance crete de c4.8zlarge? ~ 2'9 GFLOPS
4. Temps d’exécution théorique ?

237

510 5 109 ~ 273 secondes

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires? 23" FLOP
3. Puissance crete de c4.8zlarge? ~ 2'9 GFLOPS
4. Temps d’exécution théorique ?

237

510 5 109 ~ 1/8 secondes

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires? 23" FLOP
3. Puissance crete de c4.8zlarge? ~ 2'9 GFLOPS
4. Temps d’exécution théorique ?

237

510 5 109 ~ 0.1 secondes

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan

7/21


https://www.cpu-world.com/CPUs/Xeon/Intel-Xeon%20E5-2666%20v3.html
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Informatique de rue?

Temps d’exécution d'un produit matriciel ?

Soient A et B deux matrices de tailles 4096 x 4096.
1. Empreinte mémoire d"une matrice 4096 x 40967 64 Mio
2. Nombre d’opérations flottantes scalaires? 23" FLOP
3. Puissance crete de c4.8zlarge? ~ 2'9 GFLOPS
4. Temps d’exécution théorique? ~ 0.1 s

2. “Street-fighting mathematics”, Mahajan
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https://www.cpu-world.com/CPUs/Xeon/Intel-Xeon%20E5-2666%20v3.html
http://streetfightingmath.com

Conclusion

Multiplication de matrice ?
Trivial.

Essayons quand méme?>. ..

3. “There’s plenty of room at the Top”, Leiserson et al.
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https://www.science.org/doi/10.1126/science.aam9744

Version 1. Python

Apres (IP*) et (LS6)
n = 4096
def mm(A, B, C):
for i in range(n):
for j in range(n):
for k in range(n):
Clil[j]1 += A[il[k] = B[k][jl
Nombre de LoC : ~ 10
Temps d’exécution : ?

Fraction de perf. crete: 7

9/27


http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#initiation_a_la_programmation_1_ip1
http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#langages_de_script_ls6_option

Version 1. Python

Apres (IP*) et (LS6)

n = 4096

def mm(A, B, C):
for i in range(n):
for j in range(n):
for k in range(n):
Clil[j]1 += A[il[k] = B[k][jl

Nombre de LoC : ~ 10
Temps d’exécution : 25 552,48 s (= 6 heures)
Fraction de perf. crete:  0.00 %
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http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#initiation_a_la_programmation_1_ip1
http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#langages_de_script_ls6_option

Version 1. Python

Eléments d’explication

$ cd 01 python; make
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Version 1. Python

Eléments d’explication
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Version 2. Java
Apres (POO3) et (MV6)

for (int i = 0; i < N; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
for (int k = 0; k < N; k++) {
C[il [j]1 += A[il [k] = B[k][j]l;

}
}
+
Nombre de LoC : ~ 30
Temps d’exécution : 2 372,68 s (=~ 40 minutes)
Accélération relative : x 10.8

Fraction de perf. crete:  0.01 %
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http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#initiation_a_la_programmation_orientee_objets_poo3
http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#machines_virtuelles_mv6_option

Version 2. Java

Eléments d’explication

$ cd 02 java; make
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Version 3. C

Apres (LC4)

Dennis Ritchie & Ken Thompson *

4. Cf. Aides a I'équipement U-Paris (barbes unisexe)
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http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#langage_c_lc4
https://u-paris.fr/lcao/aides-a-lequipement-numerique/

Version 3. C

Apres (LC4)

for (int i = 0; i < n; ++i) {
for (int j = 0; j < nj; ++j) {
for (int k¥ = 0; k < n; ++k) {
Cl[il[j] += A[il[k] = B[k][jl;
}
}
}
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http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#langage_c_lc4

Version 3. C

Apres

(LC4)

.L11:

.L8:

Nombre de LoC :
Temps d’exécution :
Accélération relative :
Accélération absolue :
Fraction de perf. crete :

movapd  (%rdi), %xmml
movq %rsi, Jrax
movq %r8, hrdx
movsd (%rdx), %xmmO
addq $32768, Yrax
addq $8, %rdx
unpcklpd %xmmO, %xmmO
mulpd -32768(%rax), %xmmO
addpd fxmm0,  %xmm1
cmpq %rex, hrax
jne .L8
addq $16, Jrsi
movaps  %xmml, (%rdi)
leaq 16 (Yrax), %rcx
addq $16, %rdi
cmpq hr9, hrsi
jne .L11

~ 40

542.67 s

x 4.4

x 47

0.03 %
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http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#langage_c_lc4

Version 3. C

Eléments d’explication

Intel Xeon E5-2666

16 /27



Version 4. Boucles paralleles en Cilk

Apres (SY5)
C11 c12 - €1,4096
2,1 Q2 €2,4096
' ' ' __ 4096
avec ¢ j = Zkzl a,-'kbk,j
€4096,1 Cm,2 " C4096,4096

17/27


https://www.opencilk.org/
http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#systemes_d_exploitation_sy5

Version 4. Boucles paralleles en Cilk
Apres (SY5)

cilk_for (int i = 0; i < n; ++i) {
cilk_for (int j = 0; j < m; ++j) {

for (int k = 0; k < n; ++k) {
Clil[3] += A[i][kx] = B[k][j1;

+
}
}
Nombre de LoC : ~ 40
Temps d’exécution : 69.80 s
Accélération relative : x 7.8
Accélération absolue:  x 366

Fraction de perf. crete: 0.24 %
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https://www.opencilk.org/
http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#systemes_d_exploitation_sy5

Version 4. Boucles paralleles en Cilk

Eléments d’explication

Dual Random Read Latency (ns) vs block size (KB)

12 1024 2048 4096 £192 16384 32768 65536

—e—Xeon E5-2699 v3 —e—Xeon E5-2667 v3 Xeon E5-2697v2  —s—Xeon E5-2690

Latence cache L1: 0.5ns
Latence cache L2: 7ns (x 14 relatif)
Latence mémoire: 100ns (x 20 relatif, x 200 absolu)
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https://www.opencilk.org/

Premature optimization
is the root/of all evil
or at least most of it
ingprogramming.

- Donald Knuth

Computer Scientist,
Mathematician, and Professor
Emeritus at Stanford University



Optimisation®
Apres Eléments d’algorithmique 1-2 (EA3) et Programmation efficace (PE6)

ﬂ;ll f
RHi
Hiikill

Algorithmes : efficacité
Minimiser le nombre d’opérations a exécuter

Structures de données : performance
Durée (physique) du calcul

5. “Efficiency with Algorithms, Performance with Data Structures”, Carruth
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http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#elements_d_algorithmique_1_ea3
http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#programmation_efficace_pe6_option
https://en.wikipedia.org/wiki/Algorithms_%2B_Data_Structures_%3D_Programs
https://www.youtube.com/watch?v=fHNmRkzxHWs

Optimisation
Apres (EA3) et (PEb)

Algorithmes : efficacité

“The optimal number of operations needed to multiply two ma-
trices is still unknown. This is a major open question in theoreti-
cal computer science.” (Wikipedia)

Structures de données : performance
Durée (physique) du calcul
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http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#elements_d_algorithmique_1_ea3
http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#programmation_efficace_pe6_option
https://en.wikipedia.org/wiki/Algorithms_%2B_Data_Structures_%3D_Programs

Optimisation
Apres Eléments d’algorithmique 1-2 (EA3) et Programmation efficace (PE6)
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Attention aux Algorithmes Galactiques !
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http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#elements_d_algorithmique_1_ea3
http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#programmation_efficace_pe6_option
https://fr.wikipedia.org/wiki/Algorithme_galactique

Version 5. Boucles paralleles par blocs
Apres (PF1)

(Déambulation)
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http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#principe_de_fonctionnement_des_machines_binaires_pf1

Version 5. Boucles paralleles par blocs

Apres (PF1)
pd )
(Déambulation)

Nombre de LoC : ~ 100

Temps d’exécution : 3.80s

Accélération relative:  x 18.4

Accélération absolue:  x 6727

Fraction de perf. crete:  4.33 %
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http://www.informatique.univ-paris-diderot.fr/formations/licences/licence_enseignements_descriptifs#principe_de_fonctionnement_des_machines_binaires_pf1

Version 5. Boucles paralleles par blocs

Eléments d’explication
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Version 6. Vectorisation

Apres un stage avec moi

(Gesticulation)
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https://usubalang.github.io/usuba/

Version 6. Vectorisation

Apres un stage avec moi

(Gesticulation)

Nombre de LoC :
Temps d’exécution :
Accélération relative :
Accélération absolue :

Fraction de perf. crete :

~ 430
0.41s

X 9.4

X 62 806
40.45 %
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https://usubalang.github.io/usuba/

Morale

#include <mkl_cblas.h>

cblas_dgemm(CblasRowMajor, CblasNoTrans, CblasNoTrans,
n, n, n,
1,
(const double *)A, n,
(const double *)B, n,
0,
(double *)C, n);
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Conclusion?

Bon voyage!

5. “Sunset on Mars with an astronaut looking into the distance”
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https://creator.nightcafe.studio/creation/h5Nx58s8t1w23RfHSvVo

